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OMM - Bakingemova Pi teorema

Prosli ¢as:
@ Veli¢ine koje ucestvuju u nekom fizickom zakonu organizujemo u
bezdimenzione grupe.

@ Jednacine ostaju potpuno iste prilikom promena jedinica kojima
se mere te veliCine.

@ Mozemo da otkrujemo oblik zavisnosti fizickih veli¢ina tj. oblik
fiziCki korektne jednacine (do na konstantu)

Danas:
@ Da li procedura moze da se uradi u opStem sluéaju (uvek)?
@ Da li moze da se automatizuje procedura?



Bakingemova I1 teorema

Neka su Qy, ..., Q, fizicke velicine, M dimenziona matrica ovih
velicina u odnosu na osnovne dimenzije 64, ...,0x, k > 1
p = rang(M). Tada je svaka fiziCki smislena jednacina

f(Qy,...,Qn) =0
ekvivalentna jednacini
F(M4,...,Mh_p)=0

za neku funkciju F gde su IN; bezdimenzione veli¢ine koje se mogu
predstaviti kao

M=Q". ..-Qy, i=1,.,.n—p

za neke brojeve oji € Q.
Vektori oy = (anj, ...,ani)T,i =1, ....,n — p &ine bazu prostora resenja
jednacine Ma = Q.

Bez dokaza.
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Primer matematickog klatna

Zavisnost perioda oscilovanja matematickog klatna od ostalih
parametara?

Sa tre¢eg Casa (nakon puno fizike i raCuna i diferencijalnih

0o
0 20 . o . L 1 o . i
jednatina): T =4, /5. ({ 7&5(9)_&5(90))% il 7= 27r\/;, zafp << 1

Fizicke veliCine: Dimenzije fiziCkih veliCina:
@ T - period oscilovanja klatna e yN)=T
@ m - masa klatna (kuglice) @ s(m=M
@ /- duZina Stapa e i()=1L
® g=9.817 - ubrzanje Zemljine teze @ 4(g) = L/T?
@ ¢y - pocetni ugao otklona @ §(6p) =1
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Korak 1: formiramo dimenzionu matricu
S(TYy=T,86(m)=M, () =L, 5(g) =L/T?,6(6) =1

T m / e} 0o
1 0 0 -2 0| 7T
M=10 1 0 0 0w
o o0 1 1 0| L
Korak 2: Odredimo p = rang(M) = 3
Korak 3: Broj veligina (T, m, I, g, fp): n = 5 L-=2rema,

n—p=>5—3 = 2 bezdimenziona faktora I i s
Korak 4: ReSavamo sistem linearnih jednacina M« = 0 u potrazi za
2 linearno nezavisna reSenja koja ¢e Ciniti bazu tog prostora resenja:

1-T+0-m+0-/1=2-g+0-6y
0-T+1-m+0-/=0-g+0-6p =
0-T+0-m+1-/I=—-1-g+0-6q

QA :(27077171)0)
ap = (0,0,0,0,1)
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Korak 5: Formiramo bezdimenzione faktore tako $to stepenujemo
odgovarajuée veliine (T, m, I, g, 6p) na odgovarajuce stepene iz
reSenja oy = (2,0,—1,1,0), a2 = (0,0,0,0,1):

_T9

|_|1:T2'm0'/_1'g1'98 T, ﬂz:To.mO./O.gO.aézeo

Korak 6: 1 teorema —

g

f(T,m,1 g,60) =0 <= F(IN4,Ny) = F( ]

790)20
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Korak 7: Podsecanje (analiza): Teorema o implicitnoj funkciji

Neka je A C R? otvoren skup, (a b)e A, F:A—-R neprekidna
funkcija, F(a, b) = 0, postO/l /neprek/dan jenaAilt (a b) # 0.
Tada postoji okolina W = U x V tacke (a, b) gde je

U={x:|x—a <a}iV={y:|y— bl <p}ijednoznacno odredena
neprekidna funkcija ¢ : U — V takva da je ¢(a) = b i F(x,¢(x)) =0
zaxeU.

T2 T2
—7.100) = 0 25 =T — 9(00)

/
=>T=\/;'¢(9o)

Dodatno: ¢ je parna funkcija po 6y, razvojem u Tejlorov red:

F(

$() =A+BO+..= T = A\ﬂJr ol()

Zafy << 1,0(05) — 0, pavazi T = A\/g.
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Primer probe nuklearne bombe

0.025 SEC.
N

@ 16. jula 1945. (New Mexico) - izvedena prva atomska proba
Trinity

Kolika je energija te atomske bombe? Strogo ¢uvana tajna.

@ G. |. Taylor - "Godine 1950, objavio je dva rada u kojima je
procenjivao snagu eksplozije koriste¢i Bakingemsku Pi
teoremu..." (Wikipedia)
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Fizicke veliCine: Dimenzije fiziCkih veliCina:
@ E - energija bombe @ §(E)=ML?/T?
@ R - poluprec¢nik vatrene lopte @ /(R)=L
@ t - proteklo vreme eity=T
@ p - gustina vazduha @ §(p)=M/L3
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Korak 1: formiramo dimenzionu matricu
S(E)=ML2/T?, 5(R) =L, 6(t) =T, d(p) = M/L3

R t P E

0 O 1 1 M
M=11 0 -3 2|t

01 0 -2|T71

Korak 2: Odredimo p = rang(M) = 3
Korak 3: Broj veligina (R, t,p, E): n =4 222%™ _p=4_3 =1

bezdimenzioni faktor I4.
Korak 4: ReSavamo sistem linearnih jednacina M« = 0 u potrazi za
1 reSenjem koje ¢e Ciniti bazu tog prostora resenja:

a=(-52,-1,1)
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Korak 5: Formiramo bezdimenzioni faktor tako §to stepenujemo
odgovarajuée veliCine (R, t, p, E) na odgovarajuce stepene iz reSenja
a=(-52,-1,1):

Ny =R7°tp'E
Korak 6: I teorema —

f(R,t,p,E) =0 <= F(My) = F(R°tp 'E) =0
Korak 7:
F(MN¢{) =0 = Ny je koren (nula) jednacine F(INy) =0
— Iy = C, C = const
— Ry 'E=C
= = CRT?)

(TNT) = C ~ 1 — E ~ %2 ~ 19 kilotona TNT. w

. .| vield -
Date - Name - (Kt] s cnuntry ]

July 16, 1945 Trinity 18-20 United States




Primer eksplozije supernove

Kolika energija se oslobodi pri eksploziji supernove?

@ 1572. Tiho Brahe uocio "novu" zvezdu (Tycho’s Supernova)-
znamo t

@ Poluprecnik R moguce utvrditi na osnovu daljine i ugla pod kojim
se vidi (crveni pomak)

@ Poznata gustina meduzvezdanog prostora p

Isti model = E ~ 2.4 — 4.8 x 10?8 megatona TNT (masa Zemlje
x10'2 TNT, energija koje ¢e Sunce osloboditi za 10° godina)
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Primer kretanje lopte kroz fluid

Kolika je sila otpora sredine (voda, vazduh,...)?

Fizicke veli¢ine:
@ F - sila otpora
@ R - polupreénik lopte
@ v - brzina kojom se krece telo
@ p - gustina fluida
@ 1 - dinamicka viskoznost fluida

Korak 1: formiramo dimenzionu matricu
1 1 -3 -1
M=1o o 1 1

Korak 2: Odredimo p = rang(M) = 3

Dimenzije fiziCkih veliCina:

@ §(F)= ML/T2
@ /(R) =
@ J(v) = L/T
@ 5(p)=M/L3
@ 6(u)=M/LT
F
1] L
1 M
-2 T
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Korak 3: Broj veligina (R, v, p, i, F): n =5 15228 n_ p—5_3=2
bezdimenziona faktora Iy i >
Korak 4: Ma=0= ay =(1,1,1,-1,0),a0 = (2,2,1,0,—1)

2,2
Korak 5: My = 8“2 N, = w

Korak 6: f(R, v, p, i, F) = 0 <= fi(My, M) = f (P2 Fley — o

Korak 7: Na osnovu TOIF: @ = qs(%) — F=R?v%. ¢1(%)

Dodatno:
@ Rejnoldsov broj R, = % = F = R?v?p- ¢1(Re)

@ Koeficijent otpora tela (drag coefficient)
CD(Re) = %¢1(Re) = F= RZVZP%CD(Re)

o Ceoni presek lopte A = R?m = F = 1Cp(Re)Av?p
o Co(Rs) =7
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T T T T T T
o @ Za R, <10 —
linearno Cp = 24 /R,
10 disks cylinders 3
. @ Za
4L i 102 < R < 10° —
g Cp ~ konstanta
ealln Stokes'slaw ol 1 e Za R, > 10° dodatni
efekti (ne radimo)
10<210" 1I 1ID 1212 11;3 W(I)‘ 11;5 1(;6 107

Reynolds number

TS T

Re « 1 (laminar) 1< Re < 10  (Bound vortex) 10« Re < m’ (Vertex shedding} Re » ms

(Turbulent BL)
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Skaliranje i umanjeni modeli (makete)
(Q) f(Ny,...,MNg) =0, My,..., Nk bezdimenzioni faktori
Mi=Qf - ...-Qy", Qfizicke veliCine

Veliki objekat (pravi) Mali objekat (maketa)
ny,..,ny ne,..ny

O MY =", j=1,.i—1,i+1,..k 0y =nm

@ Ovo ne znadi da se i fiziCke veli¢ine u faktorima MY i N7
poklapaju! One mogu biti razliite, samo je njihov umnozak uvek
isti.



Primer kretanja lopte kroz fluid (makete)

2,2
|—|1_RVp I—IZZRVp

T F
Velika lopta Mala lopta
@ Fizicke veliGine: @ Fizicke veliGine:
Fv: Rw Vv, Pv, by Fma Rm, Vms Pm»s Um
@ Bezdimenzioni faktori: @ Bezdimenzioni faktori:
I‘IV — vavﬂv |-|m — HmePm
L R
v _ Ryvip m _ Bavae
My = == My’ = ===

Veze izmedu fizickih velicina:
F,=SF-Fn, B, = Sg - Rm, Vv:Sv'Vmst:Sp'Pms,uv:S,u',um
Sk, Sgr, Sv, S,, S, € R - skalirajuci faktori

Veze izmedu bezdimenzionih faktora:
ny = Rovupy _ Sr-BnSvVmSppy _ Sr-Sv:S, N = LEV'S” =1

2“; SZpMV 2 3“2 2 HZ 2
v R, (SwR)P(SyW)P-Sppy _ S5-S2S, rm s2.82.S,
My =—p—= SFFy =TTy = =g =1
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Konkretan primer: R, =25m, R,, = 0.5m
@ Sp=25/0.5=50
@ S, =35, =1 istifluid)

Sr-S,-S, 50-S,-1 1
s, 1 7% g
:>VV:%'VIT7

— vy =50-v,

S%-82-S, 50%-(g)?-1

Sk

1
o0 =1= S[: =1
F

= F,=1Fy
Zakljucak:
Ukoliko se krece 50 puta vecom brzinom, lopta poluprecnika 0.5m ce

imati istu silu otpora za kretanje kroz isti fluid kao i lopta poluprecnika
50m .



Praksa: da li moze da se ostvari 50x veca brzina u

vazdugnom tunelu? & ©

@~  Model vaZi za bilo koji fluid —- Promenimo fluid (vazduh —

>~ voda)!
Vazduh (velika lopta) Voda (mala lopta)
@ p, = 1.225kg/m® @ pm = 10%kg/m®
@ uy, =1.827-10"%kg/ms @ um=8.90-10"*kg/ms

Skalirajuéi faktori:
=S, pm=—3S,=1.225.10"3
® uy=S, pm=3S,=2.05-10"2
o SR =50
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S S,-S, 50-S,-1.225-103
S, 2.05-10-2 — Sy =0335

— Vv, =0.335: v,
— Vy =298 v,

S§%-82.S, 502.2982.1.225-10°3
Sk B Sk

=1= SF=0.334
= F,=0.334. F,
Zakljucak:

Ukoliko se krec¢e ~ 3 puta ve¢om brzinom lopta poluprecnika 0.5m ce
imati priblizno 3 puta vecu silu otpora za kretanje kroz vodu nego
lopta poluprecnika 50m kroz vazduh .
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